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ВСТУП 
 
Частотний метод широко застосовується для аналізу процесів в імпульсній 
техніці, в пристроях передачі, обробки та перетворення інформації. Суть цього 
методу полягає в наступному. Сигнал x(t), що впливає на коло, має бути 
представлений сукупністю гармонійних впливів. Сигнал на виході кола y(t) за 
принципом накладання визначається як сума гармонійних реакцій, викликаних 
кожною з гармонійних складових вхідного сигналу окремо. Сукупність усіх 
елементарних гармонійних сигналів, які в сумі укладають складний сигнал, 
називають частотним спектром (вхідним або вихідним) сигналу. Значення 
гармонійних складових вихідного сигналу легко визначаються, якщо відомий 
спектр вхідного сигналу та частотні характеристики кола.  
Спектр одиночного сигналу є суцільним та для його визначення 
застосовується інтегральне перетворення Фур’є. Спектр періодичного сигналу є 
дискретним та для його визначення використовують ряд Фур’є. 
Теоретичне та практичне оволодіння цим методом підвищить професійну 
компетенцію студентів та дозволить їм більш успішно опановувати подальший 
матеріал спецкурсів по обраній спеціальності.  
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1. ОСНОВНІ ТЕОРЕТИЧНІ ПОЛОЖЕННЯ 
 
 При передачі інформації в процесі перетворення сигналів в різноманітних 
пристроях використовуються періодичні несинусоїдальні і неперіодичні 
(імпульсні) впливи. Методи аналізу електричних кіл, які  знаходяться під 
впливом таких сигналів, базуються на спектральному (частотному) 
представленні цих сигналів. Частотне представлення впливів – це розкладання 
впливів на суму гармонійних складових з різними частотами. Періодичні 
несинусоїдальні впливи представляються у вигляді ряду Фур’є [1]: 
 
 
 
Складові ряду Фур’є – це гармонічні коливання з частотами   
(k=1, 2, …, ∞) та A0 – постійна складова (k=0). Таким чином,  періодичні 
несинусоїдальні впливи представляються як результат накладання нескінченно 
великого числа гармонійних коливань з частотами ω1, 2ω1,..., nω1,… з 
амплітудами Am1, Am2, …, Amn,…  та початковими фазами коливань ψ1,  ψ2, ..., ψn. 
Сукупність параметрів Amk утворює амплітудно-частотний спектр АЧС, а 
сукупність параметрів ψk – фазо-частотний спектр ФЧС. Спектри періодичних 
впливів є дискретними (лінійчатими).  
Більш вживаною є комплексна форма ряду Фур’є, в якій дійсна гармоніка 
представляє собою суму гармонік з частотами  та –  : 
 
tjk
mk
tjk
mkk eSeSta
− += )( . 
 
Негативна частота немає фізичного сенсу, це просто формальний 
параметр.  
Для більш компактної форми запису гармоніки ak(t) вводять знакову 
функцію sign k: 
 





−
=

=
0,1
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0 1,
sign
k
k
k
k . 
 
 Після цього комплексна форма ряду Фур’є може бути записана так: 
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де S0=A0, mkmk AS
2
1
= . 
 Неперіодичні впливи можуть бути представлені у вигляді накладання 
гармонійних складових за допомогою інтеграла Фур’є: 
 
dtetajS tj−
+
−
= )()( . 
 
Величина S(jω) – це спектральна щільність сигналу. Вона представляє з 
себе комплексну функцію і може бути представлена в такому вигляді: 
 
)()()( = jeSjS , 
 
де S(ω)= )( jS , це – амплітудно-частотний спектр (АЧС), а ψ(ω)=arg S(jω)  – 
фазо-частотний спектр (ФЧС).  
 Спектр неперіодичних сигналів є суцільним, неперервним. Цей спектр має 
нескінченно велику кількість гармонік з нескінченно малими амплітудами. 
Представлення періодичних несинусоїдних та неперіодичних впливів у вигляді 
суми гармонійних коливань дозволяє застосовувати до спектрів усі відомі 
методи розрахунку усталених синусоїдних процесів в лінійних електричних 
колах.  
Зважаючи на те, що математична обробка одиночного сигналу набагато 
простіша за обробку періодичного сигналу, в інженерній практиці спектр 
періодичної послідовності сигналів розраховують за використання спектральної 
щільності одиночного сигналу. Для періодичного сигналу комплексна амплітуда 
її k-ої гармоніки може бути отримана, якщо спектральну щільність S(jω) 
поділити на період Т замінити неперервну частоту ω на kΩ. 
→
→
k
jS
T
S mk )(
1
. 
Існує і зворотній перехід: 
→
→
k
STjS mk)( . 
Зважаючи на це отримано спектр періодичної послідовності прямокутних 
імпульсів (рис.1). Ця послідовність характеризується періодом Т, тривалістю 
імпульсу τі, амплітудою А (струм або напруга). 
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Рисунок  1 – Періодична послідовність прямокутних імпульсів 
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Кожна періодична послідовність характеризується скважністю 
 
iτ
T
q = . 
 
Як відомо [1, 2], спектральна щільність одиночного прямокутного 
імпульсу має такий вираз: 
 
2
2
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Виконаємо перетворення цього виразу для отримання комплексних 
гармонік: 
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де 
q
k
x

= . 
В цьому співвідношенні аргумент 
q
k
x

=  (k=0, 1, 2, …∞) – це дискретна 
функція частоти, і тому спектр визначається дискретним набором комплексних 
гармонік mkS . 
АЧС такого спектру визначається таким чином:  
x
x
q
A
SS mkmk
sin
== . 
Перше значення частоти, при якому АЧС дорівнює нулю, може бути отримане із 
такого співвідношення: 
=

q
k01 , 
звідки qk =01 , 
і
01
1

== qFf . 
Наступні значення таких частот: 
і
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2
2

== qFf , 
і
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3
3

== qFf , … ,
і
0

==
k
kqFf k . 
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Ділянка спектру, яка знаходиться між двома сусідніми нульовими точками, 
зветься пелюсткою. Перша пелюстка знаходиться в діапазоні частот 
011 0 ff −=
, друга – 
02012 fff −= , третя – 03023 fff −=   і т.д.   
Вираз ФЧС періодичної послідовності прямокутних імпульсів має такий вигляд: 
0)1()( tn −= , 
де n – номер пелюстки. 
 При зсуві середини імпульсу праворуч чи ліворуч на 
0t  до ФЧС додається 
( )0t−  або ( )0t+ . 
 При графічному відображенні дискретного спектру використовуються 
обвідні (огинаючі  криві), які є аналітичними виразами АЧС та ФЧС. Такі 
огинаючі обмежують відрізки, які відповідають амплітудам комплексних 
гармонік 
mkS  (для АЧС) та початковим фазам k  (для ФЧС). 
 Частотні спектри сигналів на вході та виході лінійного електричного кола 
зв’язані між собою комплексною передавальною  функцією [ ]: 
m
m
X
Y
jK =)(  , 
де mX
 
та mY   – комплексні амплітуди відповідно вхідної та вихідної величин 
(вплив та реакція кола).  
У випадку періодичного сигналу спектр його дискретний, для кожної 
гармонійної складової  
( )вхвих)()( kkk
j
mk
mk
mk
mkj e
Х
Y
X
Y
ekKkjK
 −=== , 
де k  – частота k-ої гармоніки спектру.  
З цього співвідношення можна отримати вираз для кожної гармоніки 
спектру вихідного сигналу: 
 
kkk jj
mk
j
mk ekKeXeY

= )(вхвих  . 
 
АЧС вихідного сигналу )( kKXY mkmk = , а ФЧС kkk += вхвих . 
Таким чином, для отримання спектру амплітуд на виході кола (АЧС 
виходу) необхідно амплітуду кожної гармоніки спектра сигналу на вході  кола 
помножити на модуль комплексної передавальної функції кола на частоті цієї 
гармоніки. Для розрахунку спектра фаз сигналу на виході кола (ФЧС виходу) 
необхідно до значення початкової фази кожної гармоніки спектру сигналу на 
вході кола додати значення аргументу комплексної передавальної функції на 
частоті цієї гармоніки. 
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2. ЗМІСТ РОБОТИ 
 
Для періодичної послідовності позитивних прямокутних імпульсів з 
параметрами, зазначеними у початкових даних, виконати наступні розрахунки: 
1. Побудувати графік вхідного сигналу. Отримати неаналітичні вирази 
АЧС і ФЧС вхідної напруги або струму. Обчислити значення Smk в межах першої 
пелюстки з урахуванням даних розрахунків ще для двох пелюсток якісно. 
2. Отримати аналітичні вирази для комплексної передавальної функції 
(КПФ). Обчислити значення комплексного коефіцієнта передачі при частотах, 
що дорівнюють частоті гармоніки спектра першої пелюстки. Знайти ширину 
смуги пропускання і порівняти її з шириною спектра сигналу. 
3. Записати аналітичний вираз гармоніки вихідного сигналу. Розрахувати 
амплітуди і фази гармоніки спектра на виході електричного кола в межах першої 
пелюстки. За  отриманими даними побудувати АЧС і ФЧС сигналу на виході 
електричного кола. Сформулювати висновок про те, як впливає досліджуване 
коло на спектр вихідного сигналу. Розрахувати діюче значення сигналу на вході 
і виході електричного кола. Порівняти їх. 
4. Записати ряд Фур’є для вхідного і вихідного сигналів. 
Примітки: 
1. Завдання виконати в повному обсязі для схеми №1 (Додаток А). Для 
схеми №2 (схема з двома накопичувачами) (Додаток А) знайти аналітичні вирази 
і побудувати графіки частотних характеристик. 
2.Схеми приведені на рисунках із зазначеними вхідними і вихідними 
величинами. 
3. Початкові дані зазначені в таблиці (Додаток Б). 
4. Номер завдання обирається за правилами, вказаними викладачем. 
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3. ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА 
Задача 1. 
Схема кола та її параметри наведені на рис. 2 
u1(t) R
L
C
u2(t)
 
 
 Рисунок  2 
 
x(t)= (t), 
y(t)=  (t), 
𝑅 = 80 кОм, 
𝐿 = 20 мГн, 
𝐶 = 1,1 пФ.  
 
Вхідний сигнал (t) являє собою періодичну послідовність прямокутних 
імпульсів (рис.1)  
 = 20 мВ, 
 = 0,2 мкс, 
 = 0,8 мкс, 
 = 0,2 мкс. 
1. Визначаємо АЧС і ФЧС першої пелюстки за наступними 
співвідношеннями: 
 
 
 
 
 
 
Межа першої пелюстки дорівнює ширині пелюстки, 
 
 
Номер гармоніки, що відповідає межі першої пелюстки, 
 
11 
 
 
Обчислюємо амплітуди комплексних гармонік першої пелюстки: 
 
 
 
 
 
 
    
 
АЧС і ФЧС вхідної напруги показані на рис.3, а, б і 4, а, б.  
2. Отримуємо аналітичні вирази для КПФ. Знаходимо резонансну частоту 
 й обчислюємо комплексні коефіцієнти передачі при частотах, рівних частотам 
комплексних гармонік першої пелюстки. Знаходимо ширину смуги пропускання 
та порівнюємо її з шириною спектра сигналу. Потім будуємо за обчисленими 
коефіцієнтами передачі АЧХ і ФЧХ в межах частоти від 0 до межі першої 
пелюстки спектру.  
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Рисунок 3 
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АЧХ і ФЧХ кола показані на рис. 5, а, б. 
3. Записуємо аналітичні вирази гармонік вихідного сигналу 𝑆𝑚𝑘вих та 
обчислюємо ці гармоніки в межах першої пелюстки спектру. Визначаємо 
показання електродинамічного вольтметра на вхідних і вихідних затискачах. 
 
 
 : 
            
 
 : 
 
: 
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Рисунок 5 
АЧХ і ФЧХ вхідної напруги зображені на рис.6, а, б, рис. 7, а, б. 
Показання електродинамічного вольтметра, підключеного до вхідних і 
вихідних затискачів, дорівнюють діючим значенням вхідної та вихідної напруги: 
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За отриманими даними будуємо АЧС і ФЧС (  та ). 
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Smk
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f 
мГц
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f 
мГц
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90°
180°
270°
360°
Ψ1
Ψ2
Ψ3
2,5-2,5
Ψ-1
Ψ-3
Ψ-2
0
а
 
б 
Рисунок 6 
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Рисунок 7 
Вище було розглянуто типовий розрахунок одного з найбільш простих 
варіантів РГР. Зміст роботи може бути ускладнено зміною (ускладненням) схеми 
кола. 
Можна широко варіювати форму імпульсів вхідного сигналу, тобто 
замінити прямокутні імпульси трикутними (різної форми), випрямленими 
синусоїдами (при одно- і двохнапівперіодному випрямленні) та ін. Можна 
використовувати імпульси довільної форми, задані у вигляді тимчасового 
графіка. При цьому спектри вхідних сигналів можуть бути визначені за 
допомогою стандартних програм. 
 
Задача 2. 
Схема кола та його параметри наведені на рис. 8 
2R
L R
2RU1 U2
 
 
 
 
x(t)= (t), 
y(t)= (t), 
= 2 кОм, 
= 1 мГн. 
Рисунок 8 
 
Вхідний сигнал (t) являє собою періодичну послідовність прямокутних 
імпульсів (див. рис.1) з параметрами: 
 = 30 В, 
 = 0,8 мкс, 
 = 4,8 мкс, 
 = 0,2 мкс. 
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1. Знаходимо аналітичні вирази амплітудно-частотного спектра (АЧС) і 
фазо-частотного спектра (ФЧС) вхідної напруги. 
У комплексній формі запису амплітуди гармонік ряду Фур’є записуються 
наступним чином: 
де – 𝑞 скважність послідовності імпульсів; 
 
де n – номер пелюстки спектра; 
– зсув середини центрального імпульсу відносно початку координат; 
 – частота гармоніки. 
В даному випадку скважність послідовності імпульсів 
Основна частота – частота першої гармоніки 
Ширина першої пелюстки спектра 
Кожна пелюстка спектра містить по 6 інтервалів – в першій пелюстці 6 
ліній (включно з нульовою складовою), в інших пелюстках – по 5 ліній. 
У дійсній формі запису ряду Фур’є , крім постійної складової, 
коли  = 0. 
Таким чином, для заданого вхідного сигнала маємо: 
 
Циклічна частота першої гармоніки 
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Для k-тої гармоніки  . 
Фаза гармонік спектру:  
в межах першої пелюстки . 
Розрахунки АЧС і ФЧС вхідного сигнала зводимо в таблицю 1. 
Таблиця 1 
k 
0 0 5 5 0 
1 1,31 4,77 9,54 –0,262 = –15° 
2 2,62 4,13 8,26 –0,524 = –30° 
3 3,93 3,18 6,36 –0,785 = –45° 
4 5,24 2,07 4,14 –1,047 = –60° 
5 6,54 0,95 1,90 –1,309 = –75° 
6 7,85 0 0 1,571 = –90° 
→ 1,571 = 90° 
7 9,163 0,68 1,36 1,309 = 75° 
8 10,472 1,03 2,06 1,047 = 60° 
9 11,781 1,06 2,12 0,785 = 45° 
10 13,090 0,83 1,66 0,524 = 30° 
11 14,399 0,43 0,86 0,262 = 15° 
12 15,708 0 0 0 → –π = –180° 
 
На рис. 9 і 10 побудовані графіки АЧС і ФЧС вхідного сигнала. 
Знайдемо діюче значення вхідного сигнала двома способами. 
Для періодичної функції: 
 
 
Якщо обмежитися першою пелюсткою спектра вхідного сигнала, то 
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а
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Рисунок 9 
Наближене значення, знайдене за допомогою спектра, по відношенню до 
точного значення становить  
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10
5
Аmk1
f 
МГц
В
0
АЧС
2,5
А0=5
 
 
а 
f 
МГц
Ψk1,°
0 1,25
180°
ФЧС
2,5
90°
-180°
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Рисунок 10 
2. Знайдемо комплексну передавальну функцію кола (КПФ)  і 
виразимо з неї амплітудно-частотну характеристику (АЧХ) –  і фазо-
частотну характеристику (ФЧХ) –  
Виразимо в комплексній формі через : 
 
 
Значення  і  для частот гармонік першої пелюстки спектра 
наведені в таблиці 2. 
 
Графіки АЧХ і ФЧХ представлені на рис. 11. На графіках по осі абсцис 
відкладені не циклічні частоти , а звичайні частоти . 
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Таблиця 2 
k  
0 0 0,75 0 
1 1,309 0,73 –5,8° 
2 2,618 0,68 –9,6° 
3 3,927 0,64 –11,3° 
4 5,236 0,60 –11,5° 
5 6,545 0,58 –11,1° 
6 7,854 0,56 –10,4° 
∞ ∞ 0,5 0 
f , МГц
0
АЧХ
0,5
F 2F 3F 4F 5F f01
0,75
 
а 
f , МГц
0
ФЧХ
F 2F 3F 4F 5F f01
-106
  
б 
Рисунок 11 
3. Знаходимо амплітуди і фази гармонік вихідного сигналу при 
комплексній і дійсній формі запису ряду Фур’є. 
Комплексна гармоніка вихідного сигналу 
Амплітуди вихідних гармонік: 
. 
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 крім    
Фази вихідних гармонік: 
Значення вихідних величин для першої пелюстки спектру зведені в 
таблицю 3. 
Таблиця 3 
k 
0 0 3,75 3,75 0 
1 1,309 3,48 6,96 –20.8° 
2 2,618 2,81 5,62 –39.6° 
3 3,927 2,03 4,06 –56.3° 
4 5,236 1,24 2,48 –71.5° 
5 6,545 0,55 1,10 –86.1° 
6 7,854 0 0 –100.4° 
Спектри вихідного сигналу представлені на рис. 12, 13 для комплексної і 
дійсної форм запису ряду Фур’є. 
f01=1,25-1,25
Smk2
f , МГц
В
F0
АЧС
5
 
а 
f , МГц
Ψ2,°
-1,25 0
40°
1,25
80°
120°
-40°
-80°
ФЧС
 
б 
Рисунок 12 
24 
 
f01=1,25
Amk2
f , МГц
В
F0
АЧС
5
а 
f , МГц
Ψk2,°
0
1,25
-120°
-40°
-80°
ФЧС
 
б 
Рисунок 13 
 
Задача 3. 
 
Схема кола та її параметри представлені на рис. 14. 
 
R
R
R
2R СJ
i1
iC
 
 
 = 250 пФ, 
 = 2 кОм, 
 
Рисунок 14 
1. Вихідний сигнал – періодична послідовність прямокутних імпульсів 
струму з наступними характеристиками:  = 40 мА;  = 0,4 мкс;  = 2 мкс;  
 = 0,3 мкс. 
Скважність імпульсу:   
 
 
Частота першої гармоніки 
Ширина першої пелюстки спектра 
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, крім   . 
 
 
 
 
У таблиці 4 наведені розрахунки по АЧХ і ФЧХ вхідного сигнала. 
Таблиця 4 
k 
0 0 8 8 0 
1 3,142 7,48 14,96 –54° 
2 6,283 6,05 12,10 –108° 
3 9,425 4,04 8,08 –162° 
4 12,566 1,87 3,74 –216° 
5 15,708 0 0 –270° → –90° 
6 18,850 1,25 2,50 –144° 
7 21,911 1,73 3,46 –198° 
8 25,133 1,51 3,02 –252° 
9 28,274 0,83 1,66 –306° 
10 31,416 0 0 –360° → 0 
 
На рис. 15, 16 представлені АЧХ і ФЧХ вхідної послідовності при 
комплексній і дійсній формах запису ряду Фур’є. 
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Рисунок 15 
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Рисунок 16 
 
Визначимо точне і наближене діюче значення вхідного сигналу: 
2. Знаходимо КПФ  яка в даному випадку має розмірність опору. 
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Розрахунки зводимо в таблицю 5. 
Таблиця 5 
k f, МГц 
0 0 0 1 0 
 1 0,159 0,707 –45° 
 2 0,318 0,477 –63,4° 
1 3,142 0,5 0,303 –72,4° 
2 6,283 1,0 0,157 –81° 
3 9,425 1,5 0,105 –83,9° 
4 12,566 2,0 0,079 –85,4° 
5 15,708 2,5 0,040 –86,4° 
∞ ∞ ∞ 0 –90° 
 
Графіки  і  представлені на рис. 17. 
3. Знаходимо амплітуди і фази гармонік вихідного сигнала при 
комплексній і дійсній формі запису ряду Фур’є (таблиця 6). Графіки 
представлені на рис. 18 і 19 (в межах першої пелюстки спектра). 
 
 
 
, крім     . 
 
29 
K(ω)
1
f , МГц
0
1 2 3
кОм
АЧХ
а
 
Ψ(ω)
-30°
0
Ψ0
f , МГц
-60°
-90°
1 2 3
ФЧХ
б
 
Рисунок 17 
Таблиця 6 
k 
0 0 8 8 0 
1 3,142 2,27 4,54 –126,4° 
2 6,283 0,95 1,90 –189° 
3 9,425 0,42 0,84 –245,9° 
4 12,566 0,15 0,30 –301,4° 
5 15,708 0 0 –356,4° 
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Діюче значення вихідного сигналу (в межах першої пелюстки спектра): 
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Рисунок 18 
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Рисунок 19 
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Додаток Б – Варіанти числових даних параметрів електричних кіл 
  
Варіанта
τі,
  
35 
СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ 
1. Баскаков С. И. Радиотехнические цепи и сигналы: учебник для ВУЗов / 
С. И. Баскаков – Москва : Высшая школа.  
2. Колобков Д. С. Частотные спектры сигналов : учебное пособие / 
Д. С. Колобков. – Харьков : УЗПИ, 1985. – 103с.  
3. Бессонов Л. А. Теоретические основы электротехники. / Л. А. Бессонов. 
– Москва : Энергия, 1978. – 592 с. 
4. Бобало Ю. Я. Основи теорії електричних кіл : підручник / Ю. Я. Бобало, 
Б. А. Мандзій, П. Г. Стахів, Л. Д. Писаренко, Ю. І. Якименко ; за ред. проф. Ю. 
Я. Бобала. – Львів : Львівська політехніка , 2008. – 332 с. 
5. Нейман Л. Р. Теоретические основы электротехники : у 2 т., Т. 1 / 
Л. Р. Нейман, К. С. Демирчян. – Ленінград : Энергоиздат, 1981. – 536 с. 
6. Методические указания к практическим занятиям по теме: «Частотный 
метод анализа электрических цепей. Интегральное преобразование Фурье» по 
курсам «Теория электрических и электронных цепей» и «Электричество и 
магнетизм» для студентов АП факультета / сост.: М. М. Резинкина, 
О. Л. Резинкин, Е. В. Сосина – Харьков : НТУ «ХПИ», 2015 . – 24 с. 
7. Методические указания к практическим занятиям по теме «Частотный 
метод анализа электрических цепей. Ряды Фурье» по курсам «Теория 
электрических и электронных цепей» и «Электричество и магнетизм» для 
студентов АП факультета / сост.: М. М. Резинкина, О. Л. Резинкин, Е. В.  Сосина 
– Харьков : НТУ «ХПИ», 2015 . – 24 с. 
  
36 
ЗМІСТ 
 
ВСТУП 3 
1. ОСНОВНІ ТЕОРЕТИЧНІ ПОЛОЖЕННЯ 4 
2. ЗМІСТ РОБОТИ 9 
3. ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА 10 
ДОДАТКИ 31 
Додаток А – Схеми електричних кіл 31 
Додаток Б – Варіанти числових даних параметрів електричних кіл 34 
СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ 35 
 
